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Numerical analysis ts the study of
algorithms for the problems of

continuous mathematics



Mathematisches Problem

Algorithmus



Mathematisches Problem

Diskretisieren

endlicher Speicher

endliche Prozesse Iterieren

N&herung Qualitat?



“Symbole”

1

2x + 1

[ . dx = Z+1n(2) ~ 1.47855
0 X2+ 1 4



Zuverlassigkeit

2=2x+1=107" — x=1=x10"10

zwel einfache Nullstellen
exakt in M darstellbar

x> =2x+1=0 — x=1
doppelte Nullstelle



Effizienz 4

e Binomialverteilung mit

p = P|Erfolg] = /4

e [E[n]| = pn Treffer aus total n Wirfen

e Beste Approximation der Flache:

d 700
A = rd(pn) > p = r/4
n



Funktionsauswertung Z,Q,R,... ‘

o exp, In o (stetige) Funktionen
xP.  sin, cos,... x - f(x)
gute Approximationen (Q) M -Polynome
der Elementarfunktionen kein ZWS



Daten & Funktionen ‘

alg. Gleichungen o Optimierung
Jx) =0 min f(x)
lineare Gleichungen lineare

(quadr. Gleichungen) Programmierung



nicht endliche Prozesse

CAS
Synta

Iim (Folgen) 3
LOsung von
(% I Jb (% °

= Differentialgleichungen
X




Mathematik praktisch am Ende? @

endlich dimensionale,
lineare & iterative
Strukturen

Iterieren

numerische “Sprache” der
Verfahren linearen Algebra




Endliche Approximationen



Exponentialfunktion




lteration



Xo > 0 c>0

c/x

Heron-Verfahren:

Satz:

Far alle x, > 0 gilt x, — \/E mit quadratischer Konvergenz.

> c>0

c/x,



Xo > 0

c>0

Heron-Verfahren:

Beweis:

c/x

.xl — E(.XO + C/.XO)

c> 0 c/x

An+1 2 \/_

xn+1

> n(1+ c/x? )

<1

<X

(AG-Ungleichung)

n



A posteriori Fehler-Analysis

c +x,

< n”° Ve =cl/e>clx,

-~ clx, + x,




A posteriori Fehler-Analysis

a posteriory

n true error upper bound
1 0.857864-10"1 0.882353-101
2 0.245310-1072 0.245523-10~2
3 0.212390-10~° 0.212390-10"7°
4 0.159472-10~ 0.159474-10"11

Approximation von \/5



lteration durch Linearisierung



A f(x)zxz—c

£(x) = (2x —xp)xy— ¢

lteration durch

Linearisierung

1 C
Heron-Verfahren: Yusl = 2 <x + —>, n>0

Newton-Verfahren: Ersetze nichtlineares Problem durch
eine Folge von linearen Problemen.



Diskretisierung



h
Ay =5 (fxo) +11x1))

h
Ay = E(f (x)) +f(xy))

h
Ay =5 (05-1) +7(5))

1 h
J f)dxr A+ - +A = E(f(xo) + 2F(x))) + 2f(x,) + o + 2f(x,_ ) + £(x,))



h
Ay =5 (fxo) +11x1))

h
Ay = E(f (x)) +f(xy))

h
An = E(f(xn—l) +f(xn))

1 (f(x()) \
1 B 2 Jxp)
j fydy~=1 : Trapezregel
0 2 f(xn—l)
1 \f(xn) )



function A = TrapezRegel(f,a,b,n)

h = (b-a)/n;

x = linspace(a,b,n+1);

w = 2%ones(1,n+1); w([1l end]) = 1;
A = h/2xdot(f(x),w);

end

>> f=@(x) X.”"2;
>> TrapezRegel(f,0,1,100)

dnsS =

0.333350000000000



lterative
Diskretisierung



h
Ay = E(f(xﬂ + f(x,))



/) J(x)

X Xpp X 1

h -
A, = E(f(xﬂ + f(x5)) AA, = A, — A,
= Z1f0r) = 2fE)p) +f(x)) |

- h
A, = Z(f () +2f(X12) +1(xp))

a posteriori Indikator
(Krimmung)



Adaptive Integration

 Unterteile das Integrationsgebiet in n Intervalle der Lange h
und berechne die Trapezflachen unter dem Graphen von f

* |teriere {

> Unterteile jedes Intervall in zwei Teilintervalle der Lange h/2
und berechne jeweils die entsprechenden Trapezflachen

- Bestimme die a posteriori Indikatoren AA, ..., AA

n

- |dentifiziere und unterteile adaptiv alle Intervalle k, tir die

AA, 2 a max AA;

1<j<n

gilt, fur0 < a < 1.
}

» Stoppe, sobald die globale Verbesserung vernachlassigbar ist



1
[ exp (—40(x — 0.5)2)) dx ~ 0.27922837...
0
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%& Adaptive iterative linearization Galerkin
W(é methods for nonlinear problems

Pascal Heid and Thomas P. Wihler

Abstract

A wide variety of (fixed-point) iterative methods for the solution of nonlinear equations (in
Hilbert spaces) exists. In many cases, such schemes can be interpreted as iterative local lin-
earization methods, which, as will be shown, can be obtained by applying a suitable precondi-
tioning operator to the original (nonlinear) equation. Based on this observation, we will de-
rive a unified abstract framework which recovers some prominent iterative schemes. In par-
ticular, for Lipschitz continuous and strongly monotone operators, we derive a general con-
vergence analysis. Furthermore, in the context of numerical solution schemes for nonlinear

partial differential equations, we propose a combination of the iterative linearization ap-

proach and the classical Galerkin discretization method, thereby giving rise to the so-called it-

erative linearization Galerkin (ILG) methodology. Moreover, still on an abstract level, based on

[

8 -
§|'u|4 — iw (A(x) - Vu)) dx

1 two different elliptic reconstruction techniques, we derive a posteriori error estimates which
E(u) := —|Vul? + V(x)|u|® + . . o
o \2 separately take into account the discretization and linearization errors. Furthermore, we pro-
pose an adaptive algorithm, which provides an efficient interplay between these two effects.
In addition, the ILG approach will be applied to the specific context of finite element dis-
cretizations of quasilinear elliptic equations, and some numerical experiments will be per-

formed.



Numerische Mathematik befasst sich mit der
Entwicklung und mathematischen Analyse
von effizienten Lésungsverfahren
flir mathematische Probleme,
die auf dem Rechner realisierbar sind
und deren Verlasslichkeit durch
fundierte theoretische Grundlagen gesichert ist.



thomas.wihler@unibe.ch
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