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Numerical analysis is the study of 
rounding errors 

Numerical analysis is the study of 
algorithms for the problems of 
continuous mathematics

—L. N. Trefethen



Mathematisches Problem

Lösung

Algorithmus



Diskretisieren

Mathematisches Problem

Iterieren

Lösung

endlicher Speicher

endliche  Prozesse

Näherung Qualität?



“Symbole”

∫
1

0

2x + 1
x2 + 1 𝖽x = π

4 +ln(2) ≈ 1.47855



Zuverlässigkeit

x2 − 2x + 1 = 10−20 ⟹ x = 1 ± 10−10

x2 − 2x + 1 = 0 ⟹ x = 1

𝕄
zwei einfache Nullstellen

exakt in  darstellbar𝕄

doppelte Nullstelle
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⋅ ⋅

⋅
• Binomialverteilung mit 





•  Treffer aus total  Würfen


• Beste Approximation der Fläche:

 

p = ℙ[Erfolg] = π/4
𝔼[n] = pn n

An = rnd(pn)
n

n→∞ p = π/4

Effizienz
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ℤ, ℚ, ℝ, …

  

  
exp, ln
xp, sin, cos, …

(stetige) Funktionen

x × f(x)

gute Approximationen

der Elementarfunktionen

-Polynome  
kein ZWS

𝕄

𝕄

+, − , ≠ , ÷
= , ↦ , < , …

(   )

Funktionsauswertung



alg. Gleichungen

f(x) = 0

Daten & Funktionen

Optimierung

min f(x)

lineare Gleichungen

(quadr. Gleichungen)

lineare 
Programmierung



    (Folgen)lim
𝖽
𝖽x ∫

b

a
…

nicht endliche Prozesse

Lösung von 
Differentialgleichungen

CAS

Syntaktische Regeln



numerische 
Verfahren

Mathematik praktisch am Ende?  !

endlich dimensionale,

lineare & iterative 

Strukturen

“Sprache” der  
linearen Algebra

Diskretisieren

Iterieren



Endliche Approximationen



ex = lim
n→∞ (1 + x

n )
n

≈ (1 + x
N )

N

, N ≫ 1

ex =
∞

∑
k=0

xk

k! ≈
N

∑
k=0

xk

k! =: SN(x), N > 1, x ≈ 0

ex = (ex/m)m ≈ SN(x/m)m m = 2k, x/m ≈ 0

Exponentialfunktion



Iteration



c = ?

c > 0x0 > 0

c/x0

c > 0

x1

c/x1

x1 = 1
2 (x0 + c/x0)

Heron-Verfahren: xn+1 = 1
2 (xn + c

xn ), n ≥ 0

Satz: 
Für alle  gilt  mit quadratischer Konvergenz.x0 > 0 xn → c



c = ?

c > 0x0 > 0

c/x0

c > 0
x1 = 1

2 (x0 + c/x0)

Heron-Verfahren: xn+1 = 1
2 (xn + c

xn ), n ≥ 0

Beweis: xn+1 ≥ c

xn+1 = 1
2 xn(1 + c/x2

n
⏟

≤1

) ≤ xn

(AG-Ungleichung)

x1

c/x1



A posteriori Fehler-Analysis

c − xn =
( c − xn)( c + xn)

c + xn

= |c − x2
n |

c + xn

= x2
n − c
c + xn

xn ≥ c

≤ x2
n − c

c/xn + xn
c = c/ c ≥ c/xn



A posteriori Fehler-Analysis1.2. Working with finite approximations 13

n true error
a posteriori
upper bound

1 0.857864 · 10→1 0.882353 · 10→1

2 0.245310 · 10→2 0.245523 · 10→2

3 0.212390 · 10→5 0.212390 · 10→5

4 0.159472 · 10→11 0.159474 · 10→11

Table 2. Approximation of
→
2 by Heron’s method: Comparison of true error and

of a posteriori error bound for 1 ↭ n ↭ 5.

Example 1.17. Instead of taking the mean value of xn and c/xn in the definition of
Heron’s method, cf. (1.8), we consider a more general convex combination of these two
values: Specifically, for a fixed parameter 0 < ω < 1, we consider the iteration

xn+1 = (1→ ω)xn +
cω

xn
, n ↫ 0. (1.11)

In the sequel we will investigate the iteration (1.11); in particular, we shall study the
convergence regime of the method in dependence on the choice of ω. To this end, let
us define the error en := xn →

↑
c after the n-th iteration. Then,

en+1 = (1→ ω)xn +
cω

xn
→
↑
c.

Using the fact that
↑
c = (1→ ω)

↑
c+ ωc/

→
c, yields

en+1 = (1→ ω)
(
xn →

↑
c
)
+ cω

(
1

xn
→

1
↑
c

)

= (1→ ω)en →
cω

xn
↑
c
en =

en(xn → ωxn →
↑
cω)

xn

=
(1→ ω)e2n + (1→ 2ω)

↑
cen

xn
.

We now distinguish two di!erent cases:

(i) For ω = 1/2 the above error identity reads

en+1 =
1

2xn
e
2

n.

This means that the error decays quadratically in each iteration step. More pre-
cisely, if en is small, and xn ↓

↑
c, then en+1 = O(e2n) is even much smaller.

(ii) For ω ↔= 1/2 the situation is di!erent: In fact, it holds

en+1 = Cn,ωen,

with Cn,ω = x
↑1
n ((1→ ω)en + (1→ 2ω)

↑
c). Intuitively, for su”ciently large n, we

have that xn ↓
↑
c and en ↓ 0 so that Cn,ω ↓ (1→ 2ω) < 1. Here, the error en+1

is of the same order as en, i.e. en+1 = O(en).

In summary, we expect the choice ω = 1/2 (i.e. Heron’s method (1.8)) to lead to a
superior convergence behaviour compared to ω ↔= 1/2.

The above example shows an error identity of the form

|en+1| ↓ q |en|
ε
. (1.12)

Approximation von 2



Iteration durch Linearisierung



Heron-Verfahren: xn+1 = 1
2 (xn + c

xn ), n ≥ 0

Newton-Verfahren: Ersetze nichtlineares Problem durch  

               eine Folge von linearen Problemen.

f(x) = x2 − c

ℓ(x) = (2x − x0)x0 − c

x0x1

c

Iteration durch 
Linearisierung



Diskretisierung



f(x)

x

∫
1

0
f(x) 𝖽x ≈

x0 = 0 xn = 1x1 x2 xn−1

hh h

A1 A2 An

A1 = h
2 ( f(x0) + f(x1))

A2 = h
2 ( f(x1) + f(x2))

An = h
2 ( f(xn−1) + f(xn))

⋯

= h
2 (f(x0) + 2f(x1)) + 2f(x2) + ⋮ + 2f(xn−1) + f(xn))A1 + ⋮ + An



f(x)

x

∫
1

0
f(x) 𝖽x ≈

x0 = 0 xn = 1x1 x2 xn−1

hh h

A1 A2 An

A1 = h
2 ( f(x0) + f(x1))

A2 = h
2 ( f(x1) + f(x2))

An = h
2 ( f(xn−1) + f(xn))

⋯

h
2

1
2
⋯
2
1

⋅

f(x0)
f(x1)

⋯
f(xn−1)
f(xn)

Trapezregel





Iterative 
Diskretisierung



0 1

f(x1)

x
h h

A2 = h
2 ( f(x1) + f(x2))

x1 x2

f(x2)

 A2



0 1

f(x1)

x
h /2 h /2

A2 = h
2 ( f(x1) + f(x2))

Ã2 = h
4 ( f(x1) + 2f(x̄12) + f(x2))

x1 x2

f(x2)

x̄12

ΔA2 = |A2 − Ã2 |

= h
4 | f(x1) − 2f(x̄12) + f(x2) |

a posteriori Indikator

(Krümmung)



Adaptive Integration

• Unterteile das Integrationsgebiet in  Intervalle der Länge  
und berechne die Trapezflächen unter dem Graphen von  

• Iteriere { 
‣ Unterteile jedes Intervall in zwei Teilintervalle der Länge  

und berechne jeweils die entsprechenden Trapezflächen 

‣ Bestimme die a posteriori Indikatoren  

‣ Identifiziere und unterteile adaptiv alle Intervalle , für die 
 
 
gilt, für . 

     } 
• Stoppe, sobald die globale Verbesserung vernachlässigbar ist

n h
f

h/2

ΔA1, …, ΔAn

k

0 < α < 1

ΔAk ≥ α max
1≤ j≤n

ΔAj



∫
1

0
exp (−40(x − 0.5)2)) 𝖽x ≈ 0.27922837…

213 Intervalle

Fehler 𝒪(10−7)



∫
1

0
χx<0.5434 𝖽x = 0.5434

19 Intervalle

Fehler 𝒪(10−6)



State of 
the art



Numerische Mathematik befasst sich mit der  
Entwicklung und mathematischen Analyse  

von effizienten Lösungsverfahren  
für mathematische Probleme,  

die auf dem Rechner realisierbar sind  
und deren Verlässlichkeit durch  

fundierte theoretische Grundlagen gesichert ist.



Haupt Verlag, 2025

thomas.wihler@unibe.ch
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