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Meilensteine der Physik (5)

Die ersten Jahre nach der Entdeckung des Quanten-Hall-Effekts

Rudolf H. Morf, Festkérpertheorie, Paul Scherrer Institut, CH-5232 Villigen

Im folgenden Bericht schildere ich Einsichten und ein paar persénliche Erlebnisse im Zusammenhang mit den ersten Ent-
deckungen im Rahmen des Quanten-Halleffektes. Die Sprache fur diesen Bericht durfte ich frei wahlen. Ohne Kenntnis
von dem Artikel zum Thema Sprache in der Wissenschaft (S. 40), der sich flir den Gebrauch der kontinentaleuropéischen
Sprachen stark macht, hatte ich bereits entschieden, deutsch zu schreiben.

Im Jahre 1980 hatte Klaus von Klitzing den ganzzahligen
QH-Effekt entdeckt [1], woflr ihm bekanntlich 1985 der No-
belpreis fir Physik verliehen wurde. Er hatte Plateaus im
Hall-Widerstand R, bei Werten
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entdeckt. Robert Laughlin, damals Postdoc an den Bell La-
boratorien in Murray Hill, New Jersey, konnte deren Auftre-
ten und ganz besonders ihre Unempfindlichkeit gegenlber
Storstellen und ihre Unabhangigkeit von der Probengeo-
metrie bei dieser Entdeckung erklaren. Mit einem allgemei-
nen Symmetrieprinzip, namlich der Invarianz der Elektro-
dynamik gegentiber Eichtransformationen, hatte er 1981
gezeigt, dass der Hall-Widerstand R,, eines zweidimen-
sionalen Elektronensystems (2DES) in einem senkrechten
Magnetfeld in exakten ganzzahligen Bruchteilen 1/n (n =1,
2, 3, ....) der fundamentalen Konstanten h/e? quantisiert ist
[2]. Bedingung dafir ist, dass Energiellicken im Spektrum
der delokalisierten elektronischen Zustande existieren. Der
Ursprung dieser Energiellicken war seit langem bekannt.
Die kinetische Energie eines 2DES in einem senkrechten
Magnetfeld ist némlich quantisiert in sogenannten Landau-
niveaus. Deren Abstand, eben die Energiellcke AE, ist pro-
portional zum angelegten senkrechten Magnetfeld B.

Dass diese Arbeit von Robert Laughlin eine Schlusseler-
kenntnis beinhaltete, war Laughlins Kollegen an den Bell
Laboratorien entgangen. Sie hatten seine Bewerbung flr
eine feste Anstellung an ihrer Institution abgelehnt. Als dann
ihr ehemaliger Theoretikerkollege Bert Halperin bei ihnen
einen Seminarvortrag Uber Laughlins Erkenntnis hielt, wa-
ren sie nach Aussage von Maurice Rice darliber beschamt,
dass sie die Bedeutung dieser Arbeit nicht erkannt hatten.

Anschliessend publizierte Halperin eine Arbeit [3], die
wichtige Fragen rund um das Eichinvarianz Argument von
Laughlin klarten, so z.B. die Frage, wie sich das Elektro-
nensystem an den Réndern der Probe verhalt, wie es auf
Unordnung reagiert und wie und wo der Strom fliesst. Es
sollte eine der meistzitierten Publikationen des Quanten-
halleffektes werden und grosse Ausstrahlung behalten bis
zur heutigen Zeit.

Kaum ein Jahr spater sorgte das Experiment von Tsui, Stor-
mer und Gossard [4] fir eine weitere grosse Uberraschung:
Das Neue und Unerwartete (Abbildung 1) war das Auftre-
ten eines Plateaus in R,,, das nicht bei einem ganzzahligen
Bruchteil von h/e?, sondern bei dem Dreifachen dessel-
ben lag, wie wenn n in Gl. (1) statt einer ganzen Zahl den
Wert 1/3 héatte. Dan Tsui soll beim Betrachten des neuen
Plateaus (siehe Abbildung 1 bei Magnetfeld B = 150 kG)
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Abbildung 1. Messkurven von Tsui, Stérmer und Gossard [4].

spontan an 'Quarks' gedacht haben. Diese tragen ja ein
Drittel der Elementarladung. Das neue Plateau war namlich
im Widerspruch zu Laughlins Eichinvarianzargument, das
generell fir die Hall-Widerstandsplateaus ganze Bruchteile
von h/e? voraussagte. Der Widerspruch konnte nur da-
durch aufgeldst werden, dass die Teilchen, die den Strom
in diesem Zustand transportieren, eine gebrochenzahlige
Ladung, namlich e/3 , tragen. Dass der Ursprung fir die-
se Drittelladungen im Elektronensystem zu suchen ist, war
aber Tsui sicher klar. Woher die fUr das Plateau notwendige
Energiellicke kommt, war aber ein Ratsel.

Das neue Plateau bildet sich erst bei Temperaturen unter-
halb etwa 1 K aus. Das untere Bild zeigt, dass der longitu-
dinale Widerstand R, = p__in der Mitte jedes Plateaus ein
ausgepragtes Minimum hat. Bei hdheren Temperaturen
(vgl. T = 4.15 K) verhélt sich dagegen der Hallwiderstand
klassisch linear wie R,, ~ B/(d_ec). Diese Relation erlaubt die
préazise Bestimmung der Elektronendichte d..

Hinweise auf eine Diskontinuitét des chemischen Potentials
bei einer partiellen Flllung v des niedrigsten Landauniveaus
von v = 1/3 zeigten die Resultate von exakten Diagonalisa-
tionen des Hamiltonoperators von Yoshioka, Halperin und



Lee [5]. Doch die theoretische Erklarung fir diesen v = 1/3
Zustand liess nicht lange auf sich warten: In einem wegbe-
reitenden konzisen Letter [6] prasentierte wiederum Robert
Laughlin eine Versuchswellenfunktion mit der speziellen Ei-
genschaft, dass alle ihre Nullstellen mit den Positionen der
Elektronen zusammenfallen, bei v = 1/3 jeweils dreifache
Nullstellen auf jeder Elektronenposition. Uberdies konn-
te Laughlin die Voraussage machen, dass die geladenen
Anregungen mit der niedrigsten Energie eine gebrochene
Ladung +e/3 aufweisen wirden.

Zuvor hatte Laughlin eine Arbeit zur Publikation [7] einge-
reicht, in der er die Schrédingergleichung fur drei Elektro-
nen im Magnetfeld in 2 Dimensionen (2D) exakt |8ste. Er
fand dabei Uberzeugende Hinweise auf Inkompressibilitat
in diesem sehr kleinen System. Doch wurde diese Arbeit
von Gutachtern und Physical Review nicht speditiv behan-
delt und so vom Letter [6] zeitlich Uberholt. Sicher hat sie
ihn aber zu den Erkenntnissen des Letters inspiriert.

Flr ihr Experiment benutzten Tsui, Stérmer und Gossard
[4] eine Aluminum-Galliumarsenid (GaAs — AlGaAs) Hetero-
struktur, die mittels Molekularstrahlepitaxie hergestellt wor-
den war (Abbildung 2). Das Besondere des mit Aluminium
legierten Materials ist seine Bandllicke, die mit der Alumi-
niumkonzentration zunimmt und damit einstellbar ist. Eine
Dotierung mit Silizium erzeugt ein 2DES in der GaAs-Schicht
unmittelbar unter der Grenzflache zur AlGaAs-Deckschicht.
Entscheidend ist dabei, dass die Grenzflache zwischen
dem GaAs-Substrat und der AlGaAs-Deckschicht hohe
kristalline Qualitat aufweist. Dies wird dadurch ermdglicht,
dass durch Legierung mit Al die Gitterstruktur des GaAs gar
nicht und seine Gitterkonstante nur minimal verandert wird.
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Abbildung 2. Heterostruktur von Tsui, Stérmer und Gossard [4]

Horst Stormer hatte Uberdies die brillante Idee, die Sili-
zium Donatoren 50 nm von der Grenzschicht entfernt zu
deponieren. Durch diese "Modulationsdotierung" wird die
Streuung der Elektronen im 2DES an den ionisierten, po-
sitiv geladenen Donatoratomen reduziert. So konnte die
Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen ihre Wirkung un-
gestodrter entfalten. Dass Wechselwirkungseffekte flr das
neue Plateau bei 3h/e? verantwortlich sein mussten, war
klar: Ohne Wechselwirkung oder Storstellen existieren im
2DES nur zwei Energieskalen, die in den Landauniveaus
quantisierte kinetische Energie und wegen des Spins der
Elektronen die Zeeman-Energie. Beide sind proportional
zum Magnetfeld. Das Plateau bei R, = 3h/e* entspricht
einem zu nur 1/3 geflllten Landauniveau. Man spricht von
einem Fullfaktor v = 1/3 . Es muss durch einen Energieterm
stabilisiert werden, der die Entartung innerhalb des nied-
rigsten Landauniveaus aufhebt. Nur die Coulomb-Wechsel-
wirkung der Elektronen kommt dafur in Frage.
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Dass von Klitzing kein Plateau im Hall-Widerstand bei
R,, = 3h/e? gefunden hatte, lag daran, dass er fir sein Ex-
periment eine Silizium-Metall-Oxid (MOS) Halbleiterstruk-
tur verwendete. Das 2DES liegt in diesen Proben im Silizi-
um unmittelbar unterhalb einer Isolationsschicht aus SiO,,.
Die Grenzschicht zwischen dem Silizium Kristall und dem
amorphen SiO,, an der sich das 2DES ausbildet, ist nicht so
perfekt und glatt wie jene im GaAs. Die SiO, Isolatorschicht
enthdlt auch Ladungen, die sehr nahe beim 2DES liegen
kénnen. Die Streuung der Elektronen an diesen geladenen
Storstellen maskiert die Wechselwirkungseffekte.

Laughlins Theorie

Robert Laughlin erkannte zundchst, dass es fur das Ver-
stédndnis des beobachteten Widerstands-Plateaus beim
Fullfaktor v = 1/3 geniigt, lediglich die Zustande des spin-
polarisierten niedrigsten Landauniveaus zu bertcksichtigen
und alle héheren Landauniveaus zu vernachléssigen. Die
Wellenfunktionen von Elektronen im niedrigsten Landauni-
veau lassen sich als Polynome in komplexen Koordinaten
z, = x, + iy, multipliziert mit einem Produkt von Gaussfunk-
tionen schreiben. Dabei bedeuten x, und y, die Koordinaten
des k—ten Elektrons in der Ebene.

Laughlins Theorie basiert auf der grundlegenden Bedeu-
tung der Nullstellen dieser Polynome. Die Anzahl dieser
Nullstellen ist durch die Zahl der Flussquanten N, im Sy-
stem gegeben. Diese wéachst proportional zum Magnetfeld.
Laughlin entdeckte, dass durch geeignete Wahl der Null-
stellen die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen mini-
malisiert werden kann. Dies genugt fUr die Konstruktion des
Grundzustandes, da im niedrigsten Landauniveau die kine-
tische Energie vorgegeben ist. Weil die Coulombenergie bei
kleinen Abstanden r wie 1/r divergiert, ist es energetisch
vorteilhaft, wenn Elektronen einander méglichst nicht zu
nahe kommen. Man kann das erreichen, indem man mdég-
lichst viele Nullstellen des Polynoms in z, gleichmaéssig auf
die Positionen z, der librigen Elektronen (i = k) legt. Laughlin
gelang dies perfekt, als er seine beriihmte Wellenfunktion
erfand [6]. In ihr ist das Polynom P_ das Produkt der Fak-
toren (z,— z, )" Uber alle Paare i < k der N Elektronen. Neben
der Anzahl N der Elektronen hat dieses Polynom nur einen
einzigen freien Parameter, den Exponenten m und damit in
jeder Koordinate N, = m(N - 1) Nullstellen (Abbildung 3).
Da in jedem Landauniveau N, Zustande existieren, die von
N Elektronen besetzt werden, ist der Fullfaktor v = N/N, im
Laughlin Zustand im thermodynamischen Limes v = 1/m.
Er sah, dass das Absolutquadrat dieser Wellenfunktion die
Dichte des 2D-Einkomponentenplasma bei einer Kopp-

Abbildung 3. Elektronen (Dreiecke) und Flussquanten (Kreise). Bei
hohen Temperaturen (links) sind je 2 von 3 Flussquanten frei be-
weglich, bei tiefen (rechts) sind sie an die Elektronen gefesselt.
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lungsstarke I' = 2m = 2/v ist. Dies erlaubte ihm die Berech-
nung der Coulombenergie, da die Paarkorrelationsfunktion
des Einkomponentenplasmas gut untersucht war [8, 9].

Was geschieht nun, wenn das Magnetfeld nicht genau die
ausgezeichnete, fir den Zustand P_ geforderte Anzahl von
Flussquanten erzeugt? In anderen Worten, wie &ndert sich
das Polynom P_, wenn das Magnetfeld ein wenig gros-
ser wird? Diese Frage beantwortete Laughlin mittels eines
Gedankenexperimentes. Er legte eine unendlich dinne
stromdurchflossene Spule in den Punkt z, innerhalb des
Elektronensystems und erzeugte in dieser n zusétzliche
Flussquanten. Diese bewirken n zuséatzliche Nullstellen
fur jedes Elektron in der elektronischen Wellenfunktion am
Punkt z,. Die Wellenfunktion wird dann mit dem Produkt
aller Faktoren (z, - z))" multipliziert. Wahlen wir fir den Grad
der zusétzlichen Nullstelle n = m, dann erhalt das resul-
tierende Polynom genau die Form einer Laughlinschen
Wellenfunktion von N+1 Teilchen. Die zusétzliche m-fache
Nullstelle bei z, verhélt sich wie ein weiteres Elektron, al-
lerdings ohne dessen Ladung. Der Zusatzterm mit n = m
zusatzlichen Nullstellen fihrt also zu einem 'Loch' in der
Dichte der Elektronen, das insgesamt die Ladung e enthalt
(Figur 4 links). Laughlin entdeckte, dass die elementare
geladene Anregung, also die mit niedrigster Anregungs-
energie, durch ein einziges zusétzliches Flussquant erzeugt
wird, das heisst flir n = 1. Dies bewirkt ein m-mal kleineres
Loch in der Elektronendichte (Figur 4 rechts), so dass die
Ladung dieser Anregung e/m betragt. Auch fir den Fall ei-
ner Magnetfeldreduktion, bei der die Anzahl Flussquanten
um eins reduziert wird, konstruierte Laughlin ein entspre-
chendes Polynom durch Differentiation. Dadurch entsteht
eine lokale Ladungsanhaufung mit der Gesamtladung -e/m.

Abbildung 4. Laughlins Quasiteilchen: Elektronendichte eines
Loches der Ladung e (links) bzw. mit Ladung e/3 (rechts)

Weitere gebrochenzahlige Quanten-Hallzustédnde

Die Bedeutung der Nullstellen in der Laughlin Theorie wur-
de sogleich erkannt von Duncan Haldane [10] und von Bert
Halperin [11]. Haldane zeigte, dass die Laughlin Wellenfunk-
tion fur v = 1/m mit Exponent m der exakte Grundzustand
bei einer speziellen kurzreichweitigen Form der Elektronen-
Wechselwirkung ist, die nur fir Paare von Elektronen mit
Relativdrehimpuls L < m von Null verschieden ist. Mittels
einer raffinierten algebraischen hierarchischen Methode,
fur die er die Elektronen auf die Oberflache einer Kugel mit
einem Dirac Monopol im Mittelpunkt legte, konstruierte er
Wellenfunktionen fur die Kugelgeometrie und sagte damit
weitere Quanten-Hallzusténde bei v = p/qg voraus, wobei p
eine beliebige und der Nenner g eine ungerade nattrliche
Zahl ist und p = g qilt.

Tatsachlich wurden wenige Monate nach Erscheinen von

Haldanes Letter Hinweise fur weitere Minima im L&ngs-
widerstand R, bei anderen gebrochenzahligen Fullfak-
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toren beobachtet, z.B. bei n = 2/3, 4/3, 5/3, 3/5 [12, 13].
Mit zunehmender Qualitdt zeigten die Proben spéater
auch eine Folge von Plateaus bei v = n/(2n+1) und eben-
falls fur die Teilchen-Loch symmetrischen Fullfaktoren
v = 1-(n/(2n+1)) = (n+1)/(2n+1) mit immer grosseren ganzen
Zahlen n.

Anderseits verallgemeinerte Bert Halperin die Laughlin
Funktion ganz direkt, wie sich die Teilnehmer an der EPS
Condensed Matter Konferenz 1983 in Lausanne erinnern
kénnen. Er diskutierte damals, wie das Elektronensystem
auf eine geringfligige Anderung des Magnetfeldes in der
Plateaumitte durch Nukleation von Quasiteilchen reagiert,
und wie diese Quasiteilchen bei geringer Dichte Wigner-
Kristalle oder inkompressible Flissigkeiten bilden kénnen,
wenn ihre Dichte mit der Dichte der Flussquanten geeig-
net kommensurat ist. Am Beispiel des v = 2/3 Zustandes
[12] illustrierte er diese Idee direkt, indem hier die Lécher
im voll geflllten Landauniveau (v = 1) zu einem v = 1/3
Laughlin-Zustand kondensieren. Dies ist ein Beispiel der
Teilchen-Lochsymmetrie im niedrigsten Landauniveau, die
gilt, wenn der Spinfreiheitsgrad und hdhere Landauniveaus
vernachléssigt werden kdnnen. Darliberhinaus préasentierte
Halperin Ideen, wie sich der Spinfreiheitsgrad oder Pseu-
dospin-Freiheitsgrade in verallgemeinerten Laughlin-Wel-
lenfunktionen realisieren lassen. Diese Uberlegungen spie-
len eine wichtige Rolle bis heute, wo der Quanten-Halleffekt
in Graphen ein heisses Thema ist.

In den Konferenzberichten der Lausanner Konferenz pubili-
zierte Halperin seine Arbeit [11], die mit bisher 752 Zitaten
zur am zweitmeisten zitierten Publikation der Helvetica
Physica Acta werden sollte, nur gerade Ubertroffen von der
Nobelpreis-Arbeit zur Tunnelmikroskopie von Binnig und
Rohrer [14] mit heute 1186 Zitaten. Flr Sprachinteressier-
te sei hier erwdhnt, dass die meistzitierte auf deutsch ge-
schriebene Publikation in den HPA von K. Bleuler stammt
[15], wahrend die beriihmte Arbeit von Stlickelberg und
Petermann [16] den ersten Rang fir franzdsisch einnimmt.

Ich hatte das Gliick, dass mich Bert Halperin damals in
Lausanne in seine Ideen einweihte und dafiir begeisterte.
Dies pragte meine Forschungsarbeit fur die kommenden 30
Jahre und fuhrte immer wieder zu gemeinsamen Arbeiten.
Dafur bin ich ihm bis heute dankbar. Damals zeigte er mir
seine Version der Wellenfunktion des Quasiteilchens mit
Ladung -e/m, in der zwei Elektronen gepaart werden und
ein Flussquant weniger - also nicht 2x3 bzw. 2xm, son-
dern 5 bzw. 2m-1 Flussquanten binden. Diese Wellenfunk-
tion liess sich auch verallgemeinern zur Beschreibung des
v = 2/5 Zustandes. Er legte mir nahe, die Anregungsenergie
des Quasiteilchens mittels einer Monte Carlo Rechnung zu
bestimmen. Ich begann dieses Projekt mit der Berechnung
der Quasilochenergie und konnte Laughlins approximatives
Resultat [6] fUr die Anregung mit positiver gebrochener La-
dung +e/3 nach kurzer Zeit bestatigen. Dagegen war mein
vorlaufiges Resultat fur die Energie des negativ geladenen
Quasiteilchens viel grosser als der Wert, den er angegeben
hatte [6].

Als Laughlin im Herbst 1983 an der ETH zu Besuch weilte,
gab mir Maurice Rice Gelegenheit zu einem Treffen mit Ro-
bert Laughlin. Ich zeigte ihm meine Resultate. Er sah sie
sich interessiert an, sagte mir aber, meine vorldufigen Re-
sultate fUr das negativ geladene Quasiteilchen mit Ladung
-e/3 seien viel zu gross. Er hatte daflr eine 'rigorous upper



bound', die einen Faktor 3-4 kleiner sei als mein Wert. In
der Zwischenzeit hatte sich Bert Halperin wiederholt bei mir
nach Resultaten fur die Quasiteilchenenergie erkundigt. Ich
hatte ja welche, doch musste ich ihm immer wieder mittei-
len, dass diese vermutlich falsch seien, da sie ja Laughlins
'rigorous upper bound' widersprachen.

Halperin arbeitete damals ebenfalls an einer hierachischen
Konstruktion von Quanten-Hallzustédnden: Stellen wir uns
vor, unser Elektronsystem sei bei einem Magnetfeld B, im v
= 1/3 Zustand. Bei einer Anderung des Magnetfeldes wer-
den Quasielektronen (B < B,) bzw. Quasilécher (B > B,) nu-
kleiert im v = 1/3 Zustand. Deren Dichte wéchst proprtional
mit IABI = IB - B,| und bei einem B* werden diese Quasiteil-
chen oder -l6cher ebenfalls einen quantisierten Zustand bil-
den. Halperin Uberlegte sich dazu, wie die entsprechende
verallgemeinerte Laughlin-Wellenfunktion fir diese Quasi-
teilchen bzw. -16cher aussehen musste, und fand heraus,
dass diese als Funktion der Positionen der Quasiteilchen
durch verallgemeinerte Laughlinfunktionen mit gebrochen-
zahligen Exponenten beschrieben werden. Beispielsweise
nimmt dabei der Relativdrehimpuls L zweier Quasiteilchen
im v = 1/3 Zustand gebrochenzahlige Werte L, = 2n — 1/3
fur Quasiteilchen bzw. L = 2n + 1/3 flir Quasilécher an,
wobei n eine natlrliche Zahl ist. Dies hat eine gebrochen-
zahlige (Anyon-) Statistik der Quasiteilchen zur Folge.
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Abbildung 5: Potenzielle Energie pro Flussquant [17]

Etwa zwei Monate nach Erscheinen von Haldanes Letter
[10] sandte Halperin seine Arbeit an Physical Review Let-
ters [17, 18]. Ausser der Diskussion der verallgemeinerten
Laughlinfunktionen fir die Quasiteilchen mit deren gebro-
chenzahligen Statistik (vgl. [19]) prasentierte er die vom
Fullfaktor abhéngige Grundzustandsenergie der spinpola-
risierten Quanten-Hallzustdnde im niedrigsten Landauni-
veau, die in seinerer Hierarchie auftreten kénnen. Dazu ap-
proximierte er die Quasiteilchen-Wechselwirkungsenergie
wie Laughlin durch die Energie des klassischen 2D-Einkom-
ponenten Plasmas und nutzte die Teilchen-Lochsymmetrie.
Das Resultat (Abbildung 5) prasentierte er in Figur 1 seines
Letters [17]. Als Energienullpunkt hatte er dabei die Energie
Ep, des klassischen Einkomponentenplasmas gewahlt, die
eine glatte Funktion des Kopplungsparameters I' = 2/v und
damit des Fllfaktors v ist.

Die so berechnete Energie E - Ep, als Funktion des Fullfak-
tors ist stetig im v-Intervall [0,1], hat aber unstetige 1. Ablei-
tungen an allen gebrochenzahligen v mit geradem Nenner,
ahnlich der Weierstrassfunktion. Fur diese Rechnung hétte
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Halperin zuverlassige Resultate flr die Energie des Quasi-
teilchens gebraucht. Meine Werte kamen dazu nicht in Fra-
ge, da sie Laughlins ’rigorous upper bound’ widersprachen.
Was er da machte, ist meiner Meinung nach ausserst be-
merkenswert. Er schreibt im Letter [17] (Text in eckigen Klam-
merm von mir eingefligt): "Therefore, for purposes of illustration,
| have made the arbitrary approximation e*(m_)=Ae(m) for
the energies of quasiparticle e€*(m) and quasihole €(m),
where \ is a constant independent of [the integer] m_ [characte-
rizing the parent state at hierachy level s], with the choice A ~ 3."

Den Grund, warum er diesen Wert annahm, gab Halperin
damals nicht an, und nur Wenige kennen ihn. Als ich Hal-
perin spater danach fragte, erklarte er mir, was mit dieser
Energiekurve passiert, wenn man Laughlins Quasiteilchen-
energie, d.h. N\ = 1 einsetzt: Statt einer stetigen Kurve gibt
es dann Diskontinuitdten bei allen nach oben gerichte-
ten Spitzen, die bei den Fullfaktoren v mit geradzahligem
Nenner zu sehen sind. Die Diskontinuitat z.B. bei v = 1/4
ist abhéngig von der Kurvensteigung bei v = 1/5* und bei
v = 1/3-, die direkt von der Quasiteilchenenergie €*(5) bzw.
€7(3) bestimmt ist. Wird ein Wert \ = 3 benutzt, dann werden
die Diskontinuitaten gleichzeitig bei allen diesen Spitzen
sehr klein. Hinter dieser Wahl steckt also die Uberlegung,
dass man z.B. den Zustand bei v = 1/4 ebensogut als ite-
rativ konstruierten Zustand von Quasi-Ldchern von v = 1/3
her kommend, wie als Quasi-Teilchen Zustand von v = 1/5
kommend betrachten kann, und dass die Energie aus Kon-
sistenzgriinden dieselbe sein sollte.

Bald nach Erscheinen seines Letters erfuhr Bert Halperin
von Duncan Haldane, dass exakte Diagonalisationen eine
Energie des Quasiteilchens ergeben, die mit A = 3 — 4 kom-
patibel sind. Ob dies bloss ein gliicklicher Zufall ist oder
eine tiefere Bedeutung hat, ist bis heute ein Mysterium.
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